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摘 要:以无动力飞行器末制导问题为研究对象,用正则摄动理论对其纵向弹道方程进行处理。
在零阶方程中考虑重力和气动力的主导部分,在一阶方程中考虑重力和气动力的剩余部分,进

而获得了弹道方程的解析解,仿真证明了该解析解具有较高的计算精度和计算效率。基于弹道

解析解所获得的脱靶量,提出了正则摄动制导方法,仿真证明了该方法具有最优性。
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Abstract:Theregularperturbationmethodisappliedtosolvingthetrajectoryequationofglideve-
hicleinthefinalguidancestage.Mostofthegravityandaerodynamicforcesareconsideredinthe
zeroorderequation,andtheresidualgravityandaerodynamicforcesareconsideredinthefirstor-
derequation. Theanalyticalsolution ofthetrajectoryequationisobtained byanalytical
integration.Thesimulationresultsshowthattheanalyticalsolutionhashighaccuracyandcompu-
tationalefficiency.Basedonmissdistancegeneratedbyanalyticalsolution,guidancebasedonreg-
ularperturbationmethodisproposed.Thesimulationresultsprovethatthisguidancelawhasop-
timalityincontrol.
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0 引言

先进制导方法通常需要对末端误差进行实时

预测,进而修正制导指令,例如航天飞机再入预

测校正制导[1]、运载火箭迭代制导[2]、模型预测导

引律[3-5]。其中,轨迹预测通常采用数值积分的方

法,为确保计算速度和精度,对箭载计算机计算

能力有较高要求。
摄动法源于天体力学,从20世纪50年代以来,

成为了处理非线性问题的一种普遍方法。正则摄动

法[6]在导引律上的应用最早是由Contensou[7]提出,

用于解决最优再入问题。Speyer等[8]在其基础上进

行了改进。Bain等[9]利用正则摄动理论解决了智能

制导炸弹终端速度最优问题。Dougherty等[10]将正

则摄动理论应用于弹道飞行器拦截问题。
将正则摄动理论应用于无动力飞行器末段轨

迹解析预测中,解决了在线轨迹预测带来的计算

压力问题。其基本思路为利用正则摄动理论将弹

道方程分解为考虑重力和气动力主导部分的零阶

方程和考虑重力和气动力剩余部分的一阶方程,
进一步经过复杂的数学处理,获得了弹道方程的

解析解。仿真证明了该解析解具有较高的精度和
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计算效率。在此基础上,提出了正则摄动制导方

法,仿真证明了该方法的过载指令具有最优性。

1 动力学模型

为便于理论分析,将地面看作曲率为零、不旋转

的惯性平面,在纵向平面内,飞行器动力学方程为

ẏ=vcosγ (1)

ḣ=vsinγ (2)

v̇=-gsinγ-D/m (3)

γ̇=-gcosγ/v+L/(mv) (4)
式中,y,h,v、γ 分别为飞行器的航程、高度、
速度、弹道倾角,上方带“.”的变量为其对时间的

一阶导数,g为重力加速度,D 和L 分别为飞行器

受到的气动阻力和升力,表达式如下

L=ρv2SCL/2
D=ρv2SCD/2{ (5)

式中,CL 和CD 分别为升力系数和阻力系数,S 为

飞行器气动参考面积,ρ为当地大气密度。
无动力飞行器末制导段采用零攻角作为标准

控制,则有

L=0
D=ρv2SCD0/2{ (6)

式中,CD0 为零升阻力系数,与攻角无关。

2 正则摄动处理

基于正则摄动理论,形成如式 (7)的微分

方程

ẋ=F(x,t) (7)
一般可写成如下形式

ẋ=f(x,t)+εg(x,t)/k (8)
式中,x为状态变量,参数ε是小量标识,ε和常数

k大小相等。f(x,t)为主导部分,作用于零阶方

程,g(x,t)为 摄 动 部 分, 作 用 于 一 阶 方 程,

f(x,t)>> g(x,t)。
将变量x 按正则摄动理论展开

x=x0 +εx1+ε2x2 +ε3x3 +o(ε3) (9)
式中,x0,x1,x2,x3 分别是变量x 的零阶分量、一

阶分量、二阶分量、三阶分量,o(ε3)表示三阶分

量的高阶无穷小分量。将式 (9)代入式 (8)可得

d[x0 +εx1+o(ε)]/dt=f[x0 +εx1+o(ε)]+
εg[x0 +εx1+o(ε)]/k(10)

按正则摄动理论对式 (10)展开,等式两边

按照ε同次幂系数相等处理得到零阶方程、一阶方

程如式 (11)所示

dx0/dt=f(x0,t)

dx1/dt=fx(x0,t)x1 +g(x0,t)/k (11)
为保证f(x,t)相对g(x,t)主导地位,同

时对各变量解耦以便解析求解,式 (1)~ (4)
可改写为

ẏ=fy +εgy/k (12)

ḣ=fh +εgh/k (13)

v̇=fv +εgv/k (14)

γ̇=fγ +εgγ/k (15)
式 (12)~ (15)中,有

fy =vcosγ gy =0

fh =vsinγ gh =0

fv =-g0sinγ-D0/m gv =D0/m-D/m+g0sinγ-gsinγ

fγ =-g0cosγ/v0 gγ =g0cosγ/v0-gcosγ/v

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

其中,g0 表示初始位置的重力加速度,v0 表示飞

行器的初始速度,D0 表示飞行器初始速度对应的

大气阻力。
将式 (12)~ (15)代入式 (11)可得到分

阶后的弹 道 方 程 组。零 阶 方 程 组 为 式 (16)~
(19),一阶方程组为式 (20)~ (23)。

dy0/dt=v0cosγ0 (16)

dh
0
/dt=v0sinγ0 (17)

dv0/dt=-g0sinγ0-D0/m (18)

dγ0/dt=-g0/v0cosγ0 (19)

dy1/dt=cosγ0v1-v0sinγ0γ1 (20)

dh
1
/dt=sinγ0v1+v0cosγ0γ1 (21)

dv1/dt= -g0cosγ0γ
1
+

(D0-D
0
)/m+(g0-g0)sinγ0]/k (22)

dγ1/dt=g0sinγ0/v0γ
1
+(g0/v0-g0/v0)cosγ0/k (23)

零阶和一阶变量的初值分别取

y00=y0 h
0

0=h0 v00=v0 γ00=γ0

y10=0 h
1

0=0 v10=0 γ10=0
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3 弹道方程的解析解

3.1 零阶解析解

3.1.1 弹道倾角零阶解

为了便于求解,取

xγ =ln[(1+sinγ0)/(1-sinγ0)] (24)
则

dxγ/dt=dln[(1+sinγ0)/(1-

sinγ0)]/dγ0*dγ0/dt (25)
将式 (19)带入式 (25)可得

dxγ/dt=-2g0/v0 (26)
取kxγ =2g0/v0, 对式 (26)进行积分可得

xγ =-kxγt+xγ0 (27)
式中,xγ0 为xγ 初值

xγ0=ln[(1+sinγ0)/(1-sinγ0)] (28)
由式 (24)和式 (27)可得弹道倾角零阶解

析式为

γ0=sin-1[(exγ -1)/(exγ +1)] (29)

3.1.2 速度零阶解

将式 (29)带入式 (18)得

dv0/dt=-(g0+D0/m)+2g0/(exγ +1)
(30)

对式 (30)积分可得速度零阶解析式

v0=kv0 +kv1t+kv2ln(exγ0 +ekxγt) (31)
式中,

kv0 =v0-v0ln(exγ0 +1)

kv1 =-(g0+D0/m)

kv2 =v0

3.1.3 高度零阶解

将式 (29)和式 (31)带入式 (17)得

dh
0
/dt=dh1+dh2+dh3 (32)

式中

dh1=kv0 +kv1t-2kv0/(exγ +1)-
2kv2ln(exγ0 +ekxγt)/(exγ +1)

dh2=kv2ln(exγ0 +ekxγt)

dh3=-2kv1t/exγ +1
对dh1 积分可得

∫
t

0

dh1dt=kv0t+
1
2kv0t2+

2kv0

kxγ
lne

xγ0 +ekxγt

exγ0 +1
+

2kv2

kxγ
ln2(exγ0 +ekxγt)-ln2(exγ0 +1)[ ]

(33)

dh2,dh3 可表示为时间的二次函数

dh2=a2t2+a1t+a0 (34)

dh3=b2t2+b1t+b0 (35)
式中,a2,a1,a0,b2,b1,b0为拟合系数,可通过

求解线性方程组获得。对dh2,dh3 进行积分可得

∫
t

0

dh2dt=
a2

3t
3+

a1

2t
2+a0t (36)

∫
t

0

dh3dt=
b2
3t

3+
b1
2t

2+b0t (37)

由式 (33)(36)(37)可得高度零阶解析式为

h
0

=h0+
a2+b2
3 t3+

a1+b1+kv0

2 t2+(a0+b0+

kv0)t
2kv2

kxγ

[ln2(exγ0 +ekxγt)-ln2(exγ0 +1)]+

2kv0

kxγ
lne

xγ0 +ekxγt

exγ0 +1
(38)

3.1.4 射程零阶解

弹道倾角的余弦函数可写为

cosγ0=
2exγ/2

exγ +1
=c3t3+c2t2+c1t1+c0 (39)

式中,c0,c1,c2,c3 为拟合系数。
将式 (31)和式 (39)带入式 (16)得

dy0/dt=[a2t2+(a1+kv1)t+kv0 +a0]
(c3t3+c2t2+c1t+c0) (40)

对式 (40)积分可得

y0=y0+∫
t

0

(d
dty

0)dt

=ky5t5+ky4t4+ky3t3+ky2t2+ky1t+y0

(41)
式中,有

ky6=a2c3/6
ky5=(a1c3+a2c2+c3kv1)/5

ky4=(a0c3+a1c2+a2c1+c2kv1 +c3kv0)/4
ky3=(a0c2+a1c1+a2c0+c1kv1 +c2kv0)/3

ky2=(a0c1+a1c0+c0kv1 +c1kv0)/2
ky1=(a0c0+c0kv0)

3.2 一阶解析解

3.2.1 弹道倾角一阶解

式 (23)可写为

dγ1/dt=k42γ
1
+k40 (42)

式中,k42 =g0sinγ0/v0,k40 =g0cosγ0/k(1/v0 -

1/v0)。用z替代γ1 式 (42)可近似为

ż=-εz+k40 (43)

14
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式中,ε取 k42 的平均值。

根据正则摄动理论[6]取z=z0+εz1+o(ε)代入

式 (43)可得

d[z0+εz1+o(ε)]/dt=-ε[z0+εz1+o(ε)]+k40
(44)

由式 (44)可得

dz0/dt=k40 (45)

dz1/dt=-z0 (46)
对式 (45)和式 (46)积分可得

γ1=z0+εz1=∫
t

0
k40dt+ε∫

t

0∫
t

0
k40dtdt=

εd3

20t
5+

εd2+3d3

12 t4+
εd1+2d2

6 t3+
εd0+d1

2 t2+d0t

(47)
式中,d0,d1,d2,d3 为k40 的三次多项式拟合

系数。

3.2.2 速度一阶解

式 (22)可被写为

dv1/dt=k32γ
1
+k30 (48)

式中,有

k32=-gcosγ0=-g(c3t3+c2t2+c1t1+c0)

k30=
1
k

D0-D
m =p3t3+p2t2+p1t+p0

式中,p0、p1、p2、p3 为k30 的三次多项式拟合

系数。
将式 (47)代入式 (48)积分可得

v1=∫
t

0
k32γ

1dt+∫
t

0
k30dt=∑

9

i=1
k1viti (49)

式中,k1vi 是ci,di,pi 组成的多项式系数。

3.2.3 高度一阶解

式 (21)可表示为

dh
1
/dt=k21v1+k22γ

1 (50)
式中,有

k21=sinγ0=e3t3+e2t2+e1t+e0
k22=[a2t2+(a1+kv1)t+(kv0 +

a0)](c3t3+c2t2+c1t1+c0)

=c3a2t5+[c3(a1+kv1)+c2a2]t4+
[c3(a0+kv0)+c2(a1+kv1)+c1a2]t3+
[c2(a0+kv0)+c1(a1+kv1)+c0a0]t2+
[c1(a0+kv0)+c0(a1+kv1)]t+c0(a1+kv1)

式中,e0、e1、e2、e3 为k21 的三次 多 项 式 拟 合

系数。

  将式 (45)和式 (47)代入式 (48)积分可得

h
1

=∫
t

0
k21v1dt+∫

t

0
k22γ

1dt=∑
13

i=1
k1hiti (51)

式中,k1hi 是ai,ci,di,pi,ei 组成的多项 式

系数。

3.2.4 射程一阶解

式 (21)可表示为

dy1/dt=k11v1+k12γ
1 (52)

式中,有

k11=cosγ0=c3t3+c2t2+c1t+c0
k12= -(kv0 +kv1t+a2t2+a1t+

a0)(e3t3+e2t2+e1t+e0)
将式 (47)和式 (49)代入式 (52)积分可得

y1=∫
t

0
k11v1dt+∫

t

0
k12γ

1dt=∑
13

i=1
k1yiti (53)

式中,k1yi 是ai、bi、ci、di、pi、ei 组成的多项

式系数。

4 解析解的验证

获得的零阶解和一阶解相加即可得到无动力

飞行器末段弹道解析解。

y=y0+εy1 h=h
0

+εh
1

v=v0+εv1 γ=γ0+εγ1

以无动力飞行器为对象,模型数据参考文献

[8],设置初始条件为y0=0,h0=4000m,v0=
180m/s,γ=10°,tf =25s,控制量α=0。

图1~图4分别给出了解析解和数值积分解的

对比。由图可知,零阶解和数值解基本重合,但

存在一定的偏差,一阶解与数值解进一步接近,
精度更高。

图1 射程解析解和数值解的对比

Fig.1 Comparisonofdownrangesanalytical

andnumericalsolutions
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图2 高度的解析解和数值解的对比

Fig.2 Comparisonofheightbetweenanalytical

andnumericalsolutions

图3 速度的解析解和数值解的对比

Fig.3 Comparisonofspeedsanalyticaland

numericalsolutions

图4 弹道倾角的解析解和数值解的对比

Fig.4 Comparisonofflightpathangles

analyticalandnumericalsolutions

  图5给出了经过一阶修正的正则摄动解析解的

误差随剩余飞 行 时 间 的 变 化。射 程 偏 差 Δy ≤
1m, 高度偏差 Δh ≤23m, 速度偏差 Δv ≤
1.4m/s,弹道倾角偏差Δγ≤0.4°。 各个偏差项

随着剩余飞行时间减小而逐渐收敛到零。
正则摄动解析解的最大优势是计算时间少。

在同样的计算条件下,数值积分时长25s、步长

0.01s,则消耗时长平均为0.3613s,而正则摄动

解析解的消耗时长平均为0.008s。数值积分消耗

时间随着剩余飞行时间增加而增加,解析解的消

耗时间与剩余飞行时间无关。

图5 解析解的绝对误差

Fig.5 Absoluteerrorsofanalyticsolution
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5 正则摄动制导方法

以飞行器当前时刻的状态为输入量,通过正

则摄动解析解实时预测其未来轨迹,进而获得末

端航程、高度、速度、倾角的脱靶量信息。基于

脱靶量构造负反馈获得当前制导指令的制导方法,
定义为正则摄动制导方法。

几何关系如图6所示。基于标准控制的脱靶量

(NEM)可表示为

NEM=(ycf-yf)sin(-γf) (54)
式中,ycf表示制导任务确定的目标位置,yf 为标

控弹道预测的终点位置。

图6 末端碰撞几何关系

Fig.6 Endcollisiongeometry

制导需要的剩余飞行时间tgo,通过 Newton
迭代法[11]获得

tk+1
go =tk

go -h(tk
go)/̇h(tk

go) (55)
制导指令参考Zarchan[11]的比例导引律的表达

式,构造为

ac =N'NEM/t2go (56)
仿真时考虑一阶延迟环节

aL =(aC -aL)/tτ (57)
式中,时间常数tτ =0.3s。

5.1 与比例导引律的对比

使用比例导引 (PNG)律[12]与正则摄动制导

方法相对比

an = N'vcλ
·

+gcosγ an ≤anmax

anmaxsign(an) an >anmax
{ (58)

图7和图8分别为两种制导方法的弹道、法向

过载的对比。由图可知,正则摄动制导方法弹道

更短,过载指令明显小于比例导引律的过载指令,
其过载指令从一个很小的负向过载收敛到零,比

例导引律过载指令幅值相对较大,且发生了两次

变向。表1为仿真结果数据的对比。前者飞行时间

是35s,后者为42s,印证了图7中,前者弹道更

短更直接。两者脱靶 量 都 很 小,前 者 脱 靶 量 为

0.007m,后者脱靶量为0.002m,都能满足命中

目标的要求;前者终端速度为269m/s大于后者的

终端速度为261m/s;前者需用过载远小于后者,
且前者法向过载指令逐渐收敛到零。由此可见,
针对打击地面固定目标的工况,相对比例导引律,
正则摄动制导方法的控制指令更优。

图7 正则摄动制导方法与比例导引律弹道对比

Fig.7 Trajectorycomparisonoftheproposed

guidancelawandPNGlaw

图8 正则摄动制导方法与比例导引律法向过载指令对比

Fig.8 Command-loadcomparisonoftheproposed

guidancelawandPNGlaw

表1 相关参数的对比

Tab.1 Comparisonofcorrelationparameters

导引律 脱靶量/m
飞行

时间/s

末端速

度/ (m/s)
需用

过载/g

末端

过载/g
正则摄动

制导方法
0.007 35 269 0.142 0

比例导引律 0.002 42 261 0.733 0.495

5.2 与最优导引律的对比

基于高斯伪谱法求解控制需求最少的导引律,
与正则摄动制导方法进行对比,性能泛函一般取

minJ=∫
tf

t0
a2

cdt (59)
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图9和图10分别为两种制导方法的弹道、法

向过载对比。两种方法弹道基本重合,其最大过

载指令基本一致。
采用最优导引律,在配置为4GRAM,Corei5-

5200U的计算机上运行,所需时间为1.478725s。
同等条 件 下,采 用 正 则 摄 动 制 导 方 法 耗 时 仅

0.007895s。前者解决最优控制问题,求解精度

高、时间长,适用于离线规划;后者求解精度基

本相当、时间短,适用于实时制导。

图9 正则摄动制导方法与最优导引律弹道对比

Fig.9 Trajectorycomparisonoftheproposed

guidancelawandoptimalguidancelaw

图10 正则摄动制导方法与最优导引律法向过载指令对比

Fig.10 Command-loadcomparisonofthe

proposedguidancelawandoptimalguidancelaw

6 结束语

以无动力飞行器打击地面固定目标为研究对

象,基于正则摄动理论,获得了标控条件下弹道

解析解,在此基础上提出了正则摄动制导方法。

1)获得了弹道解析解,具有计算精度高、计

算量小的特点。

  2)获得的过载指令具有最优性,指令随剩余

飞行时间逐渐收敛到零。
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